On a class of integrable time-dependent dynamical systems by Bartuccelli, M. V. & Gentile, G.
     	

 



	
 	

   	


  
  	
	

 
  	 
    	  	  

   
       !!"#$
			  
 
    	
 	   	 	    
   	        	   		 	
 		 	 
     !   	 " #  		
  		
  	       	 	 	"
    	
     	
  	
  
       
  

              
 !
     
        

     !
"              
  

      
    !
  #
   
  $%       &
  # '  ! (   $   
  
                
    
     
  
  
  # ) * '(  + ,
      - %      
           
 
    
    ./01 .21 .//1 ./21 .31 ./,1  .01       
      Æ    
     %  
       .41 .51  .61 7       

      ./1
 
    $    8    
 
  
 !       
 
    
 9: 
 
; '( + '(
;'( +  
 
 ' '((
'/(
  + ,      ' (   

           
      + '(%       
	
     	
 	
  

 
 	



; '(
'(

* '( '( + , '0(
 
  	




  		
	
/
  + '(   
 	 	 	     		   	
 '( +  


'(

	 '2(
		 
 ! -
   !  '2(      
   
Æ     
   $
  7     '( + /
  #   '   (  
& <=
 #     

 
) '( *  ; '( *  '( + , '>(
     '( +  ' * (
9          $    
  
$   



; '(
'(

* '( ' '(( + , '?(
  ' (    

    7      
    
     
 #        
  
 !     

	
     !"#  '(  
 	 	   $  	 
		   
' '( ; '( ( 
/
0

; '(
'(

 
* ' '(( +  +  '4(
 ' (    	  ' (
		   & '?(  
  
 ; '(
'( 
; '(
'(



; '(
'(

* ; '( ' '(( + ,	 '5(
    #   '4(  '  ;  ( 
  @    
  

  ' ( 
  @    
%     
A
 '4( 
 
 
'(      

 

   ' (
+ 

0

 '(	 '6(
  '6( 
       -
  $  
 

  		
           
    $ 
B: 
        
    
#
) '( * '( '( + , '3(
 '(   -   %  '(  ,   #    
         
	
  %	   !&#  	 '(   	 	
	' !# '(  ,   ,

 !#
;
'(  ,   ,  	  '( 
 ; '(


'(  	

 	    ,
 
 	  
 	    

0
		  '(  ,    '( + 
 
'(  '(  ,%  
;
'( + 0'( ;'(  ,  
;'(  ,    
) '( * '( '( + ) '( * 
 
'( '( + '(




; '(
'(

* '( '( *
; '( ;'(

 
'(

+ ,	 '/,(
8 '(  ' '( ; '( ( 
'( +
/
0

; '(
'(

 
*
/
0
 
 
'(% '//(
  
;
'( +  
; 
 
'( ;'(


'(
 , '/0(
    '(  ; '(
'(   


0',(     ,
7          + ,        

     
	
  (	
  	
) '( * '( ' '(( + ,  ' ( +

 
 '/2(

     + ,   	
  	 	  
 
	 ' ( ) !# '(  ,
  , 
 !#
;
'(  ,   ,  	  
 	 	 	  	 !  #
	  '( 
 ; '(


'(  	

 	    ,
		    !
     C  
 '( -    
    '4(   '//(   !    + ,      
  ' (

 	 '(      '/,( 
 '(    #  - 
'0( 
     DE  '       D
E ; '(
'((C
     D
E  !        !

       
  '/,(     2 
# 
       DE    
  
/         0  >
   '(  , 
;
'(  ,       ' '( ; '((  '/2( 

 
   B
 
'( +
/
0
; 
 
'( * '(' '((	 '/>(
      #
) '( * '( ; '( * '( ' '(( + ,  ' ( +

 
 '/?(
       Æ        
0'( '( *
;
'(  ,	 '/4(
 7           ./21  .31
2
  
B   &    
 '3( 	        2  
 '(  , 
;
'(  ,     , 
  '( + 
 
'(    
'( + ; '(
'(    '3(    '(  

 
; '( + '( '(
;'( +  '( '(  ;'(
 
'( '(%
'/5(
    
 
 + '( '/6(
  
 
; '( + '(
;'( +   '(  '( '(
'/3(
               '/3( 
'( +
;'(

 
'(
 ,   '( +
;'(
'(
 ,	 '0,(
9      '/6(    '(  ,     ,%    
 
	 '(    '( + ''(( 9      '3(  '/5( &  
     8 &    >   #   
  '0( 
      
       
 
 
  +   
 +   
'0/(
 '/3( 
 
;'( +  '('( 
 
'(
;
'( +  /  '(  '(  '(
'00(
  
' '( '((  ' '( ; '( ( +
/
0

 
'( *
/
0
 
 
'( +
/
0

 
'(	 '02(
  #  '00(  
  '(          
 8             #  '(

 8
'( +

 



'

( '( +

 



'

( 
 
'

( '0>(
  
 !
   8 #  '00(
'( + ',( !. '(1	 '0?(
7  
 '/5(      
	
  %	   !&#  	 '(   	 	
	' !# '(  ,   ,

 !#
;
'(  ,   ,  	  		
   !*#  	
  		 ' '( '((

 	          
   ,  
    	  

	  '
( 

		 
;
'(  ,  '(  ,     ,  !  

 
'( + 

 , '04(
 8  
 +

'  (   
 
C '  ( + 


% '05(
         + '
(    
         
       ' ',( ',((C      
 .?1   '
( 
 
'
(  ,   '
( +
  '
( + ,
>
 "    + ,    ?      
 #    + ,    2     + ,    #  
         + ,  

 
  !       '/( '( + /*
 
  '0( '( + '/*0
 
(
'0*
0
 
(%    '(  ,  ;'(  ,    ,  '(    8    
/    
   8     '0,(
'( +
0
'/ * 
 
(
 
 '06(
  '(   '/
(      '
( +
     ' !(
  '(    	
       
    
     

  #  '   &(
        '0,(
'( +
>
'/ * 0
 
(
 
 '03(
  '(   '/


(      '
(  
   '(  '(  
  '
(  8        
   ?      
 
  
  
           '(   
 %   B  ' &    + /  
 ! + /(
'
;
 ( +
/
0
	
;

 
'( * 
 
'(
;

 


* '( '    /(  '2,(
   <B #       

'(
)
'( * 0
;
'(
;
'( *  '( + ,% '2/(
  8 '( + /

 
'(  # '2/( 
)
'(

 
'(
  >
;
'( ;'(


'(
*  '( + ,	 '20(

 8
'(  ''(
;
'( ( +
/
0

;
'(
'(

 
* '/   '((  '22(
 
  
/
0



;
'(
'(

 
+

;
'(
'(

)
'(
'(
 
;
'( ;'(

 
'(

'2>(
+
;
'(

)
'(

 
'(
 
;
'( ;'(


'(

+
;
'(

   '( * 2
;
'( ;'(


'(


   
;
'( +
2
;

 
'( ;'(


'(
	 '2?(
    ! '2/( 
'(
)
'( * 0
;
'(
;
'( * '( + , '24(
 !    '( 
)
'(

 
'(
  >
;
'( ;'(


'(
* '( + ,% '25(
?
   #   8 '( 
'(  ''(
;
'( ( +
/
0

;
'(
'(

 
*
/
0

 
'( '26(
    '2?(  8    '26(   F  '24(
         $ #     
  
	
  (	
    

   	 !+,# 
 	  	 
;
'(  ,
!     -
 
    # . 		  	

/
	  	   0 	 
;
'(
'(  	   $   
		 	 	 -	
		   '24(    '25( 
;
'(  ,  ;'(  ,     #  '2?( 
 
;
'(  ,            2  >  
 ''(
;
'(
'((  

  '( + '(
 ;'(    '25(
 
;
'( + '( '(
;'( +  '( '( * 2 ;'(
 
'( '(
'23(
     '/6(       '/3(  ' '( '(( +
'''(( ''(((  '( + ''(( 
'( +  2
;'(

 
'(
+
2
;
'(
0

'(
 ,	 '>,(
G  
 
;
'(
'(     8
   
'( +

 



'

( +





'

('

( +
2
0





;
'

(
'

(
'>/(
   	
           '( ' !(   
   '
( + ,%  
   ?    

 
        4    '( + 
 
%     
$  '2/(   <=
 #

 
)
'( * >
;
'( * '( + , '>0(
   !
   '( + 

 
* "

 
  

+ ' 2

?(
0   " 
        4      $   
 & 
 	
=  
 '/3(  '(  
 '06(%      
 /  '( 
;
'(   / * '( '>2(
  
 8 #'( +  '(  
/  '(  ;#'(  / * '(% '>>(
 '( + '/
(   	 
         
   $  
 $    #'(              

/
0  ;#'(  0
    #'(   '( 
'( +

 



'

( 
 
#'

(% '>?(
4
    '>?(  &    
 
#'

(


 

 $ 
= 

 %    '(     $   
 
#'(    H

+ 

 


" 
& + #'

(  #'

( +

 
  
 
 


;#'

(   ;#'

(H

 '>4(
 
H


&
;#'

(
 0&  

 

* 0&%	 '>5(
             '
( + 
     
 '>?( 8 '
(     8  ,  

    

 
 
       
   




 
  
 
 



 
#'

(






/



 
  
 
 



 
#'

(




/









#
/
 ;#'

(

 
# '>6(




/
0








# 
 
# 







* 0&%

 

     

 
0        
 
   
., &1    '>6(  
  '     (     
'
( +

 9       '
(   
     !  
'(  
    '(   $  8
     
     
 &   '>6(   '

(   /


      
 '>5(    
   '(   
   # 


  H

+ 

  

 
   

 



'

( 


 

 '(  



'

( '>3(
                 
            '
( + 
      
 4 
;
'(
'(   $     

    
    4  #

;
'(
'(  '(    
$        '

(   !
  
 
 
  
	
'(   
 C    '
( +
     

  & <8        

./1 I   : 1
 2 3	 	  /330
.01 A = A A J I 1 	  	 	 		 	  	

 	 K - <#  '/33?(  0 >,2L>/3
.21 B = . 	 	 
  	  	
 
 	 
 <  A&   J$  /4 	I 9
M& /35/ '7  /3?3(
.>1    = % 
  	 	 	 
 	  =   =
 /34?
5
.?1 A    N 	 	 2 3	 2  %  
 4 .
  9 M& /35>
.41 	 B N A B )  
 

 	 < 
 

 	
  '/33/(  0 24?L256
.51 A B 5	
 		  
 	
 	 = A 

 '/33/(  / >2L62
.61 A  K  J J 	 J
  	 .	 	  1  
 2 6	 1	 	
.31 A A ( 
 --   	-	 
7-	  
 	
	 	
 
G A   '>(  '/35?(  / /?>L/4?
./,1 A A  O$$ 1   	 	 	  		 	   	 	
	

 
 	 K - <#  '/356(  / /L/5
.//1 I I 9
& I I 	 5 	 	 
 	  A
 	 9 00  G
   /34,
./01 J 	 3-	 
-  	  I    O  /3>/
./21 J  8 	 
 9   -	 
-  
 	
	 	

  9$ B P = 	 7 A 9 '6(  '/34,( >45L>43
6
